Die ganzen, rationalen, reellen Zahlen

Referenz: [Halbeisen-Skript: Kapitel 4],
[Ebbinghaus, Einfithrung in die Mengenlehre, Kap. V, §4]

Jede Art von Zahlen ist ein Konstrukt, das bestimmten Zwecken dient:

atlirliche Zahlen dienen zum Zéhlen endlich vieler Dinge.
om driicken das Fehlen einer Anzahl von Dingen aus.
Rationale Zahlenjstehen fiir Verhéltnisse zwischen ganzen Zahlen.

e Positive reelle Zahlen messen Abstande.

e Reelle Zahlen représentieren Punkte auf einer Geraden und bilden die Grundlage der Analysis.
e Komplexe Zahlen bilden die Grundlage der hoheren Mathematik und Physik.
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Jede Art von Zahlen muss erst konstruiert werden, bevor man sie gebrauchen kann.
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Konstruktion von Z:
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Konstruktion von Q:
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Angeordnete Korper:

Definition: Ein angeordneter Korper ist ein Kérper K zusammen mit einer Totalordnung <, so dass
ausserdem fir alle z,y, z € K gilt:

Definition: Fiir zwei rationale Zahlen a und b setzen wir a < b, wenn ganze Zahlen m > 0 und n > 0

existieren mit b — a = %

Proposition: Die rationalen Zahlen zusammen mit < bilden einen angeordneten Koérper.




Betrachte einen angeordneten Korper (K, <).

Proposition: Fiir alle x,y, z € K gilt:

(a) r<y < x+2<y+=2 AKLON
b)) z<y < z+z2<y+z & t,—x:C‘(ﬁ%J——CKﬂ:)_
(0)z>0 <= —2<0 <& w0 =4 0= xt(o) = 0+¢(xl=—>
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d) >0 <<= —2<0 &
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(e) 1>0 & = 4= (-1). (ﬂ) 0 wal, AkloN
f)z>0 < 1>0 = =0 Wi pre 20
(g) Ist z>0,s0gilt z <y < zz< yz.
(h) Ist z > 0,s0 gilt z <y <= xz < yz.



Proposition: Es existiert eine eindeutige injektive Abbildung i: Q < K, so dass fiir alle a,b € Q gilt:

i(0) =0 i(a+b) = i(a) +i(b)
1 ita - b) = i(a) - i(b)

a<b < i(a) <i(b)
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Konvention: Wir identifizieren Q mit seinem Bild via 1.
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Definition: Ein angeordneter Korper heisst vollstindig, wenn jede nichtleere nach oben beschrénkte Teil-

menge eine kleinste obere Schranke besitzt.

Proposition-Definition: Ist K vollstindig, so gilt:

(a) Die kleinste obere Schranke einer nach oben beschridnkten nichtleeren Teilmenge X ist eindeutig

bestimmt und heisst das Supremum von X und wird bezeichnet mit sup(X).

(b) Jede nach unten beschrénkte nichtleere Teilmenge X besitzt eine eindeutige grosste untere Schranke,

genannt das Infimum von X und bezeichnet mit inf(X).

(c) Es gelten die tiblichen Rechenregeln zwischen + und - und < und sup und inf.

Proposition: Ist K vollstandig, so gilt:
P IC wolltindig, o Acum Ao
(a) Fiir alle x € K existiert ein n € N mit n > z.
A
(b) Fiir alle # € K mit 2 > 0 existiert ein n € N mit n > 0 und < < x. O <7 <

(c) Fiir alle z,y € K mit x < y existiert ein ¢ € Q mit x < a < y.
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Proposition: Fiir jedes z € K setze A, := {a € Q| a < z}. Ist K vollstindig, so gilt fiir alle z,y € K:
(a) = =sup(A,)

Apry={a+blae A, be A}

—r = a—b|@
sy =1a-blac A, be Ay, ab
(e) <y < A, C A4,
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